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W roku akademickim 19086.87 byt prowadzony wykiad: monograficzny

z topologii dla IV roku matematyki. Celem tego wykiadu byto

przedstawi éni‘e wybranego dzialu topologii continudw, kidry
studenci mieli zapisywad W jezyku Mizar ‘4. Wykiad poczatkowo

obe jmowat podstawowe — wi asnosci zwartodci, spdjnosci, pewne

twierdzenia méwiace o continuach. Nastepnie wykiad .zawiera}

partie materiaitu dotyczaca zbiorodw spéjnych nieprzywiedlnych na
zawieranie dwdch punktdw oraz continuéw nieprzywiedlnych na
zawieranie dwéch punktdw. W koncowej fazie wykladu omawiane byty
continua nierozkitadalne i dziedzicznie nierozkiadalne. Do w/w
wyktadu byiy’ przeprowadzane dwiczenia (dwie godziny d<wiczen na
cztery godziny wykiadud, na ktérych studenci sami rozwigzywali

zadania z list; zadania te zawieraly niektdre fakty i twierdzenia

vpomi niete na wykladzie.
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‘Wykaz twierdzert dotyczacych spdjnosct ‘udowodnionych na
wykTadzie: |
o Twierdzenie 1. Jedli X = A U B oraz A i B sa'rozgragiczone,
" to ClCAY = A i Cl(B> = B, czyli zbiory A i B sa;otWarté—domkniete
' Twiérdzenie 2. Przestrzen X jest spdjna wtedy i tylko wtedy,
gdy-X i © sa jedynymi zbiorami otwarto-domknietymi.
Twierdzenie 3. Przestrzen X jest spdjna wtedy i tylko wtédy,
Ygdy nie istnieje podzbidr wiasciwy i niepusty A taki, ze CQlCAD N
ClCX N\ A> = 0.
Twierdzenie 4. Jedli zbiory A i B sa rozgraniczone -oraz
A, €S A B1 € B, to zbiory A1 i B1 s3 rozgraniczoneﬁl
Twierdzenie 5. Jedli zbiory A i B s rozgraniczone oraz A i
C sa rozgraniczone, to zbiory A i B U C sa rozgraniczone.
v Twierdzenie 6. Jesli zbiory A i B sa oba domkniete lub oba
otwarte, to zbiory A N\ B i B N\ A sa rozgraniczone.
Twierdzenie 7. Jesli zbidr C jest spédjny oraz C € M U N,
gdzie zbiory M i N sa rozgraniczone, to C € Mlub C € N.
Twierdzenie 8. Je$li =zbiory C€ i D .sa spdjne 1 nie s3
rozgraniczone, to zbidér C U D Jjest spéjny. ‘ '
Twierdzenie 9. Jedli zbidr C jest spdjny i C £ A € C1CCO, to
A jest zbiorem spdjnym.
Twierdzenie 10. Jesli C jest spdjnym podzbiorem przestrzeni
spSjnej X oraz X N C = M U N) gdzie zbiory M i N sa

rozgraniczone, to zbiory CUMi CU N sa spdjne.

Wykaz twierdzert dotyczqcych skladowej punktu udowodnionych na
wykTadzie. .
Twiefdzenie 1.vKa2da skiadgowa jest zbioremAspéjnym.
Twierdzenie 2. Skiadowa jest maksymalnym zbiorem spdjnym.
Twierdzenie 3. Kazda sktadowa jest zbiorem domknietym.
Twierdzenie 4. Dwie rézne skiadowe sa rozgraniczdne. »
Twierdzenie 5. Jegli A jest spdjnym podzbiorem przestrzeni
spdjnej X oraz C jest skiadowa X \ A, to zbidr X N C jest spdjiny.
Twierdzenie 6. Ciagty obraz przestrzeni spdjnej Jjest
przestrzenia spdjna. » v |
Twierdzenie 7. Jegli zbidr C jest spdjny i CnA#©Q
= C N A, to C n Frca = o ‘
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W&haz twierdzert dotyczgcych swartogct udowodnionych na

[

wykladzie:
Twierdzenie 1. Jesli X jest przestrzenia Hausdorffa, B € X

oraz B jest zwart, to B = CLCBD.

Twierdzenie 2. Kazdy domkniety podzbidr przestrzeni zwartej

JeSt zbiorem zwartym.
Twierdzenie 3. Ciagty ©obraz przestrzeni zwartej jest

'przestrzenla ‘warta

"Twierdzenie 4. Niech f:X —> Y bedzie funkcja ciagia, gdzie X
jest przestrzenia zwarta a Y jest przestrzenia Hausdorffa. Wtedy:
ad funkcja f jest domknieta,

Bbd jedli funkcja f Jjest réinowartoéciowa,Ato jest homeomorfizmem.
Twierdzenie 5. Kazda przestrzet metryczna i =zwarta jest
o$rodkowa. ‘
Twierdzenie 6. Kazda przestrzen zwarta jest zﬁpelna.
Twierdzenie 7. Kazda przestrzen metryczna, zwarta jest
ograniczona.

Twierdzenie 8. Dla przestrzeni metrycznych zwartosd Jjest

réwnowazna przeliczalnej zwartosci.

Wykaz twierdzernt dotyczqcych zbilorcsw spojnych nieprzywiedlinych
na zawterante dwoch punktow wdowodnionych na wyhfadzie:
Oznaczmy przez I zbidr spdjny nieprzywiedlny na zawieranie
punktdéw a i b. '
Twierdzenie 1. Jegli A Jest spdjnym podzbiorem zbioru- I
orai 2 e Alubb e A, toI N A jest zbiorem spdjnym. R
Twierdzenie 2. Jedli & jest niepustym i spdjnym podzbiorem

zbioru 1 Lakim, ze {a,b> NS =6, to I NS = A U B, gdzie zbiory.

A i B sa niepuste, spdjne i rozdzielone.
Twierdzenie 3. Jesli zbiory A i B sa spdjnymi podzbloranu I
takimi, 2 a € ANB, to A= B lub B = A. :
Twierdzenie 4. Jedli zbidr I jest spojny nieprzywiedlny

‘miedzy punktami a2 i b, to nie jest spdjny nieprzywiedlny'nd@dzy

Zadna inna para punktow.
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Wykaz twierdzent dotyczqcych contznuéw nieprzywiedlnych miedzy

lwoma punktami wdowodnionych na wyhfadzze.

Oznaczmy przez C continuum nleprzywledlné miedzy punktami
ai b, K’— dowolne podcontinuum C.

v | Twierdzenie 1. Dla kaidego rozktadu C- na dwa wlasciwe
podcontlnua Mi N Ctzn. € =M U N mamy <a,b> N MnN-= 0.
Twierdzenie 2. Zbidr C1CC N\ K> jest continuum lub suma dwéch‘

continudw.
Twierdzenie 3. Jesli a € K,-to Cl1CC N\ K> jest continuum.

Twierdzenie 4. Jesli K nie jest continuum brzegowym W C, to
continuum A jest nieprzywiedlne miedzy a i kazdym punktem zbioru
K n A
Twierdzenie 5. Zachodza nastepujace réwnosci:
C NA=BuUlntkK,
cicInt KD>> = C1CCICC N AD N\ BO.

Twierdzenie 6. Zbidér CldInt K> jest continuum.

Twierdzenie 7. Jesli a € K ocraz Int K # 0, to a € Cl{Int KJ.
‘ Twierdzenie 8. Niech K i L beda, ' podcontinuami C
zawierajacymi a. Jesli L nie jest podzbiorem K, to ClCInt KD
< L. |
Twierdzenie 9. Jesli ¢ jest nieprzywiedlne miedzy a.i b

oraz ¢ i d, to C jest nieprzywiedlny miedzy a i c lub a i d.

Wykaz twierdzern dotyczgcych . continucw nierozkladalnych
udowodnionych na wykladzie:

Twierdzenie i. Jegli X jest continuum nierozkitadalnym, K
jest wiasciwym podcontinuum X, to X N\ K jest zbiorem spdjnym.

Twierdzenie 2o (2. JaniszewskiD Continuum X Jjest
nierozktadalne wtedy i tylko wtedy; gdy kazde jedgo wlagciwe
podcontlnuum K jest brzegowe (tzn. Cl¢X N\ KO = KD.

Twierdzenie 3. Jesli continuum C n1eprzyw1edlne ‘miedzy
punktami a i b zawiera podcontinuum nierozktadalne K, to albo K
jest brzegowe w C albo K jest regularnym podcontinuum C.

Twierdzenie 4. Jefli X jest continuum nierozkitadalnym, to X
nie jest przeliczalna suma podcontinuéw wtasciwych.

Twierdienie 5. Jesli continuum X jes£ metryczne i
nierozktadalne, to kompozanta kazdego punktu jest brzegowa.

Twierdzenie 6. Jesli continuum X jest metryczne \i

nierozktadalne, to kazde dwie rdézine kompozanty sa roztaczne.
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Twierdzenie 7. (Z.JaniszewskiD Niech X bedzie ;ontinuum
Hausdorffa. X jest nierozkiadalne wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdege K € X mamy ClCX N K> = X. '

Twierdzenie 8. Jesli continuum Hausdorffa X 'jest
nierozktadalne i niezdegenerowéne. to nie Jjest ono lokalnie
spdjne w Zadnym punkcie.

Twierdzenie g. Jedli continuum Hausdorffa X = jest
i hierozk}adalne, to X ie Jjest przeliczalna suma podcontinuéw
.wlaéciwych. ‘

Twierdzenie 10. Niech X |Dbedzie continuum metrycznym,
nierozkladalnym. Wtedy:
ad jeéli.a € X, to CCad Ckompozanta punktu ad jest zbiorem 1
kategorii, ‘
b> jeéli a € X, to CLad> Jjest zbiorem brzegowym w X,
¢) istnieja takie trzy punkty a,b,c € X, ze X Jjest nieprzywiedlne
miedzy kazda para z nich. \ ‘ _

Twierdzenie 11. Jesli X Jest continuum metrycznym, to
nastepujace warunki sa roéwnowazne:
ad> X jest nierozkladalne,
b> dla kazdego a € X istnieje x € X takie, =ze X Jest
nieprzywiedlne miedzy a i X,

c) istnieje takie a € X, ze CCad jest zbicrem brzegowym w X,
d) istnieja takie trzy punkty a,b,c € X, ze X jest nieprzywiedlne
miedzy kazda para z nich. '

Twierdzenie 12. Jesli X jest continuum metrycznym, to X jest
nierozktadalne wtedy i tylko wtedy, gdy X Jest nieprzywiedvlne
miedzy pewnym punkiem p € X i kazdym punktem d € D =z pewnego
zbioru D gestego w X. |

Twierdzenie 13. Jesli X Jest continuum metrycznym, to.X Jjest
nierozktadalne wtedy i tylko wtedy, gdy X zawiera dwie roziaczne

kompozanty.
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OPIS CWICZEN KOMPUTEROWYCH Z TOPOLOGIH

Celem dwiczen komputerowych byto przetestowanie systemu
Mizar 4 pod wzgledem mozliwodci wykorzystania go do nauczania
topologii. ' ‘

Praca studentdw z systemem Mizar 4 polegata na zapisaniu w
‘jezyku tego systemu twierdzen i ich dowoddw ¢Cprzerobionych
weczedhiej na wyktadzie lub pozostawionych do samodzielnego
‘udowodnieniad i sprawdzeniu (z pomoca systemu ‘Mizar 4D ich

poprawnosci.

I GRUPA ZADAN.

Studenci rozpoczeli zajecia od dowodzenia prostych twierdzen
i faktdw dotyczacych wlasnosci operacji domkniecia, zbiorow
domknietych i otwartych oraz wnetrza i ograniczenia zbioru.
Pierwotnie, dla uproszczenia, jake przestrzen topologiézna
“przyjeto zbidr X wraz =z operatorem demkniecia CKuratowskiegod
okreslonym na kazdym podzbiorze zbiéru X. Opis $rodowiska Ctzn.
odpowiednie aks jomaty, deklaracje wprowadzanych obiektdw i
statych, deklaracje uzywanych operacji i relacjid . zostal

przygotowany przez prowadzacedo wyktad i by nastepuiacy:

environ
mode Point; ' :: deklaracja obiektu: Point

definition

func X -> set; :: cata przesprzeh - X
func O -> set; :: zbidr pusty - O
end;
‘definition let A be set;
func -A —-> set; :: operacja uzupetnienia zbioru C-d

func Cl A —> set; :: operator domkniecia CClO

e

pred A is_open; :: predykat: *jest otwarty’
pred A is_closed; :: predykat: ’jest domkniety’
end;
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tion let A,B be set;
-> set; :z opéracja sumy zbiordw Cud

-> set; :: operacja iloczynu zbiordéw (nd

-> set; : operacja réznicy zbiordw (N0

:: predykat: 'jest zawarty w’ .

inition let A be set, x be Point;

: :: predykat: 'nalezy do’

eéerve x,y,z for Point;
eserve A,B,C for sei;
t.: for AR st ACOR ex % st notlCx in A iff x in BO;
nion: for A,B,x holds x in A u B iff x in A or x in Bj
Meet: for A,B,X holds x in A n B iff x in.A'& x in B;
Difference: for A,B;x holds x in ANB iff X in A & not x in B;
vomplement: for A,x holds x in -A iff not x in A,
nclusion: for A,B holds AC=B iff

for x holds x in A 'implies x in B;
. not ex x st x in O

. for x holds x in X;
B Aksjomaty Kuratowskiego

Cl1C 0O =0;

for A holds A <= ClCAD;

for A holds CiCClCA))=ClCAD;

for A,B holds ClCA u B = ClCA> u Cl(BD;

, 4 .. Definicja otwartosci i domknietosci

1Clésed: for A holds A is_closed iff A=ClCAD;

Open; for A holds A is_open iff -A is_closed;

begin
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rozwi jali -
I

Studenci w trakcie wykonywania zadan uzupelniaii i
wyzsze drodowisko stosownie do potrzeb dowodzonyéh twierdzen.

.ak nie zawiéra on jeszcze dwdch deklaracji waznych dla I grupy.

a mianowicie deklaracji operacji wnetrza zbioru A jako

func Int A -> set;

‘deklaracji operacji ograniczenia zbioru A jako funkcji:

func Fr A > sei;

"oraz deklaracji predykatu: 'is_closed_domain’.

‘Dla dowolnego zbioru A zdefiniowano jego wnetrze Jako zbidr

IntCA> rowny Cl¢C-A>, a jego ograniczenie jako zbidr FrCAd> roéwny

Cl¢Ad n ClLC-A>. Fakt, 2e zbidr A jest dziedzina domknieta,

- zdefiniowano nastepujaco:

A is_closed_domain wtedy i tylko wtedy, gdy A=CLCIntCADD.

II GRUPA ZADAN.

Ta grupa zadan dotyczyta spdjnosci przestrzeni topologiczne]j.

Zanim jednak studenci zaczeli wprowadzad odpowiednie pojecia i

definicje dotyczace spédjnosci, przede wszystkim'zmédyfikowano juz

istniejacy opis $rodowiska..
zgodnie =z definicja, przestrzen topologiczna Jjest

oénikiemd i okreslonej na

Poniewaz,
para zlozona ze bhioru (zwanego jej n
nim topologii, dlatego tez zadeklarowano obiekt zwany
przestfzenia topoclogiczna (mode TopSpace;); prrowadzajac dla

dowolnej przestrzeni topologicznej X jej nos$nik Cthe-carrier_of

XD jako funkcje:
func the_carrier_of X — set;

Nastepnie rozgraniczono pojecie obiektu nalezace do danego zbioru

i pojecie obiektu nalezacego do danej przestrzeni topologiczne],

odpowiednio jako 'Element’ i ’Point’. Punkty danej przestrzeni

topologicznej X zadeklarowano jako elem
mode Point of X -> Element of the_carrier_of X;
obiektu . bedacego podzbiorem

enty jej nosnika:

Wprowadzenie do opisd srodowiska

danego zbioru A. Cjako: set of Element of AY pozwolito na

~adeklarowanie podzbiordow danej przestrzeni topologicznejlx jako

podzbiordw jej nognika:

mode subset of X —-> subset of the_carrier_of X;
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niewaz zbidr pusty i caty zbidr X czesto wygodnie traktowac

dako "podzbiory przestrzeni topologicznej X, W 2wiazkﬁ z tym
<rowadzono,nastepujace definicje: o
definition let X be TopSpace;

‘func O.X —-> subset of X;

func 1.X -> subset of X;
end;

aksjomat:
pSpace holds O.X=0 & 1.X=the_carrier_of X;

for X being To
od potrzeby> na wymienne traktowanie

jozwalajacy C(w zaleznosci

sbioru pustego icatego zbioru X: Jjako obiektdw bedacych zbiorami

ch podzbiorami danej przestrzeni.

jub jako obiektdw bedacy
studenci przystapili do

Majac tak zmodyfikowane ¢rodowisko,

wprowadzania. pojec dotyczacych spdjnosci. Na poczatek

zadeklarowano dwa predykaty: ’sa_rdzgr’ oraz 'is_connected’.
Fakt, ze dwa podzbiory A,B danej przestrzeni topologicznej X sa

rozgraniczone, ~definiowano nastepujaco:

A,B sa_rozgr wtedy i tylko wtedy, gdy
CClCAY n B ucAn Cl1CBYD>=0.X.

Natomiast fakt, ze podzbidr A przestrzeni topologicznej X Jjest

spdiny, zdefiniowano w nastepujacy sposdb:
A is_connected wtedy i tylko wtedy, gdy
for P,Q being subset of X st P,Q sa_rozg

holds P=0.X or Q=0.X.

r & A=P u Q

Pojecie singletonu danego punktu X przestrzeni topologicznej X

wprowadzono za pomoca deklaracji:
definition let X be TopSpace, X be Point of X;

func sgl.x —> subset of Xj;

end;

a fakt, ze dowolny punkt przestrzeni nalezy do singletonu danego
zdefiniowano za pomoca aks jomatu:

y being Point of X holds y in sgl.x iff y=x%;
przestrzeni topologicznej

punktu x,
Sgl: for X,

Zdefiniowanie skitadowe] punktu x danej

X;wymagalo wprowadzenia dodatkowych pojeé,alndanowicie:

— obiektu bedacego rodzina zbiordéw przestrzeni X:

t_family of X -> set of subset of X;

mode se
’ \
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véklaracji operacji sumy takiej rodziny, jako funkcji:
func u.F -> subset of X; '
e jej przeciecia, jako funkecji:
func n.F -> subset of X;

aksjomatu definiujacego sume rodziny zbiordéw danej przestrzeni'

topologicznej X:
Axfu: for F being set_family of X holds
for x being Point of X holds x in u.F iff
Cex A being subset of X st A in F & x in Ad
aksjomatu definiujacego préec1ecie takiej rodziny:
Axfn: for F being set famlly of X st F<O.X holds
for x being Point of X holds x in n.F iff
Cfor A being subset of X st A in F holds x in AJ;

 Wprowadzenie tych pojed pozwoliio na zdefiniowanie skl adowej

‘danego punktu X przestrzeni topologicznej X w nastepujacy sposob:
dl a dowolnego podzbioru A przestrzeni X zachodzi:
skl.x=A iff ex F being set_family of X st

‘Cfor B being subset of X holds

B in F iff x in B & B is connected)
& u.F=4;

deklarujac wczesnie] operacje skladowej pun

func skl.x —> subset of X;

ktu x jako funkcje:

III GRUPA ZADAN.

Ostatnia . grupe stanowily zadania dotyczace zwartosci

przestrzeni topologicznej. Prace studentdw nad zadaniami =z tej

grupy sa Jeszcze nie zakoficzone. Aktualnie, podobnie jak przy

rozwiazywaniu zadan z 11 grupy, uzupeiniany jest opis ¢rodowiska

o pojecia dotyczace zwartosci.

Poniewaz kazdy podzbidr przestrzeni topologicznej = mozna

traktowad jako podprzestrzen, dlatege tez wprowadzono dla

dowolnego podzbioru A przestrzeni X nastepujaca operacje:

func ~A -> SubSpace of X;

deklarujac wczedniej:
mode SubSpace of ‘X -> TopSpace;
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”zes£rzeﬁ topologiczna X typu T2 zdefiniowano w nastepujacy

X is_Te wtedy i tylko wtedy,gdy

‘ for x,¥y being Point of X

ex Ux,Vy being Subset of X st Ux is_open & Vy is_open

N _ & x in Ux & y in Vy & Ux n Vy= =0. X
Podanie definicji zwartosci przestrzeni topologicznej wymaga
dodatkowych pojec, takich jak

zeni czy tez podpokrycie skonczone.

weczesniejszego wprowadzenia
pokrycie otwarte danej przestr

Aktualnie pojecia te Ssa wprowadzane =~ przez studentdéw do

opisu $rodowiska.

ORGANIZACJA CWICZEN.

Zajecia odbywaty sie na komputerze IBM
dwdch godzin tygodniowo. Faktycznie studentom

PC/AT w for malnym

wymiarze

zapewniono wigksza ilog¢ godzin dostepu do komputera, co tez

zostato przez nich wykorzystane.

Kazdy student wraz z plikiem wiasciwym Ctzn. zawierajacym

tekst twierdzenia i Jjego dowodu) tworzyi réwniez plik zwany

‘slownikiem prywatnym Co tej samej nazwie co plik wiaéc1wy, ale o©

rozszerzeniu DICO, w ktérym zapisane byiy symbole wszystkich

relacji i operacji wprowadzonych przez studenta.

A oto przyktad takiego stownika 4rodowiska zamieszczonego przy

opisie I grupy zadan:

O-
oCl1
Ou
On
OoN

Ris_open
Ris_closed
R<=

.

Rin
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' C’R’D> na pdczaﬁku kazdego wiersz Oznacza, iz po niej

puje symbol wprowadzanej operacji Crelécji); |

'aidy z siudentéw mial do rozwiazania po kilka zadan z danej

Y. Poczatkowo przyjeto zasade, iz tylko z twierdzen i faktéw

é$niej udowodnionych przez ktéregos z ‘ studentdw moga

zystac pozostali wpisujac sama tresd¢ twierdzenia do opisu

dowi ska. Jednak szybko okazaio sie, ze to ograniczenie nie

;e dotyczyé‘prostych faktdw z teorii mnogosci (bardzo . czesto

ikorzystywanych przy udawadnianiu twierdzen .ﬂopologiczhych);
zywistych dla studentdw, a jednoczesnie nieraz wymaga jacych

wdnych dowodow. Dlatego tez w opisie 4rodowiska kazdego zadania

wﬁﬁeszczono te twierdzenia 2z teorii mnogosci, ktére byrty
korzystywane podczas rozwiazywania danégo zadania.

Dla kazdejd grupy zadafh =zostatr utworzony specjalny plik

archiwum, do ktdrego sukcesywnie dopisywane byly twierdzenia
wraz =z poprawnymi Jjuz dowodami. Opieke nad plikiem - archiwum
?owiefzono jednemu ze studentdw, ktdrego zadaniem byio dbanie
idedzy innymi © odpowiednia kolejnoéé.umieszczanych twierdzenh

jak réwniez jednolito$¢ wprowadzonych przez studentdéw operacji

oraz relacji.

WNIOSKI.
Cwiczenia komputerowe z topologii miaty charakter
'»eksperymentalny; Praca studentdéw 2 systemem = Mizar 4 nie

ograniczata sie tylkb do rozwiazywania podanych zadah, ale przede
‘wszystkim polegata na opracowaniu odpowiedniej aparatury
pojeciowej. Prawidiowy dobdr wprowadzanych do &rodowiska
operacji, definicji i aksjomatow odgrywa bowiem istotna role w
efektywnym wykorzystaniu tego systemu do komputerowo wspomaganego
nauczania matematyki. |

Stosowanie Mizara .pozwala studentom doktadniej zrozumied sens
i idee dowoddow twierdzen oraz strukture wzajemnych powiazan pojec
topologicznych. a prowadzacym zajecia precyzyjnie’ocenié stopien
opanowania materiatu przez studentdw. |

Wydruki zadaﬁ.studentéw zamieszczone zostaity ponizej.

Stanisiaw T.Czuba -

Anna Zalewska
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